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XII-3. 


Scopo di questo seminario è la presentazione di alcuni Teore 


mi di esistenza e di unicità per il problema 


M(u) + f(u) = 0 in R" 
(M) u(x) > 0 WxeR" s UWECR), 


u(x) + 0 per |x|++® 


dove M è l'operatore delle superficie minime 


M(u) = div Tea? s Du=gradu, 


e f: R+R è una funzione localmente lipschitziana.i risultati che espor 
remo sono stati ottenuti insieme con B. Franchi e J. Serrin; essi esten 
dono precedenti teoremi di Berestycki-Lions-Peletier e di Peletier-Ser- 


rin relativi al problema 


Au + f(u) = 0 inR 
(4) u(x) > 0 Yxe R" 


u(x) + 0 per |x|++ 
(Cfr. [BLP] e [PS]; Cfr. anche [L]). 


I metodi variazionali solitamente usati per provare l'esisten 
za di soluzioni (deboli) del problema (4), non sembrano applicabili al 
caso (M). D'altra parte, poiché la non linearità di M è determinata dal 


termine (1+ |bu]y7H?, dipendente solo da |Du|, una funzione a simme- 


XII, 
tria radiale u(x) = u(|x|) risolve (M) se, e solo se, verifica 


E(u')u" + ca A(u')u' + f(u) = 0 
(#) u'(0) = 0, u(r) > O Wr=0 , ueci([0,+=1) 


u(r) + 0 per r++° . 


Abbiamo posto, per semplicità, di scrittura, 


sd icie -3/2 


A(t) = (1+t E(t) = (tA(t))' = (145) 
Il nostro metodo per provare l'esistenza di una soluzione di (*) si 
ispira a quello utilizzato in [BLP] e consiste nel provare che esiste 


€ > 0 tale che il problema di Cauchy 


E(u')u" + rel Hu") + Fla) = di 
(P) 


ha una soluzione u = u(&,-) di dominio l'intero intervallo [0,+®[, stret 
tamente positiva e infinitesima all'infinito. Questo sarà provato nel $ 3. 

Nel 8 4, con un procedimento analogo a quello impiegato in [PS], 
verrà provata l'unicità (a meno di una traslazione) delle soluzioni ra- 
diali di (M). Infine, nel $ 5, estendendo precedenti risultati di [GNN] 
relativi al caso (4), proviamo che ogni soluzione di (M) è radialmente 
simmetrica rispetto ad un punto di R". Tutto ciò, purché f verifichi op 
portune ipotesi che verranno precisate di volta in volta. 

Segnaliamo infine che i risultati da noi ottenuti valgono an 


che per equazioni più generali del tipo seguente 
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div(A(|Du|)Du) + f(u) = 0 
se A verifica 


(A.1) A> 0 su [0,t+°[ , A(0)=1, 
(A.2) E(t) = (tA(t))' > 0 su [0,to[, 


(A.3) t+ 1/(AVE))E è crescente e concava su [0,te[. 


In particolare (A.1), (A.2) e (A.3) valgono per l'operatore 


delle superficie minime "generalizzato" 


div((1+[Du[)"?pu) , osmsi. 


2. In questo numero studiamo alcune proprietà delle soluzio- 
ni dell'equazione 
Ù " n-1 ' ' 
(2.1) E(u')u" + = A(u')u' + f(u) = 0 
Utilizzando il Teorema del punto fisso di Schauder, si può 
provare che il problema di Cauchy (P) ha una soluzione’ non prolungabi- 
le u (unica per la lipschitzianità di f) di classe cl2) Ss 


O,T we T_ body 
È È 


u 


Posto 


t 
(2.2) F(t) / f(s)ds , 
(o) 


se ue ctr 1,1), 0 < ris fo» è soluzione di (2.1), allora, molti- 


plicando (2.1) per u' e integrando su [r]:fa]» si ottiene 


XII-6. 


2 
A(u'(p))u'%( 


i 


t°) 
n 


,, pE(p)dp + (n-1)f 
lu'(r.)| r 


= F(u(r,)) - F(u(r,)) 


Da questa identità, con ragionamenti simili a quelli del Lemma 3 di [PS], 
si trae che ogni soluzione u di (*) è strettamente decrescente con deri 
vata infinitesima all'infinito. Inoltre 


(2.4) atto) u'È 


<d 


(o) = F(u(0)). 


La seguente condizione è quindi necessaria affinché (*) abbia 


soluzione 

(H.1) 365> 0: F(6) > 0. 

Posto poi 

(2.5) B= influ> 0 ; F(u) > 0}, 


se u è soluzione di (*) e n > 1, allora u(0) > 8. Un'altra condizione 


necessaria per l'esistenza di una soluzione di (*) è la seguente: 


+0 
(2.5) max |F|<1= f pE(p)dp . 
[0,8] (0) 


Infatti, se u è soluzione di (*), per la (2.3) si ha 
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+0 2 d +0 
F(u(0)) - F(u(r)) < (n-1) / A(u')u' a + | pE(0)dp 
[0] (0) 


e quindi, per la (2.4), 


+0 
-F(u(r)) < I pE(p)dp Yr=0. 
0 


Introduciamo ora alcune ipotesi su f. 
(H.2) Fa,sy > 0, a<KB<y: f(a) = f(y) = 0, f(t) # 0 se O<t<Y, t # a. 


(H3.) F(y) - F(a) = max F- minF>1 
[0,y] [0,y] 


(Cfr. (2.5). 


Proposizione 2.2. Siano soddisfatte le ipotesi (H.1)-(H.3) e 
sia u: [0, T,l > R la soluzione non prolungabile del problema (P) con 
0 <E <vy. Allora 


i) AREJ0, T,I :0=u(R) < u(r) Wre [O,RI, 


oppure 


ii) T, =+o e 0<Kulr)<y Wr= 


IV 
(©) 


Se 0<E <BR vale ii) 


Dimostrazione. In un intorno di 0 è 0 < u < Yy. Se non vale i) 


risulta u(r) > 0 Wre [O,T,[. Per la (2.3), con n? 0 e ron si ha 


F(E) - F(u(r)) > 0 Wre [0,T,{ e, quindi, F(u(r)) < F(y) Yre CASE 
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Pertanto u(r) = y Vre[o,T,[. Poiché u(o) < y ne viene che u(r) < y 
Yre [O,T,I. 
D'altra parte, per la (2.3), per ogni r > 0 si ha 


lu'(r)[ r 2 d 
(2.6) pE(p)dp + (n-1) fono 2 = F(&) - F(u(r)) 
(0) (0) 


p 
e, quindi, 


sup|u'| +0 
pE(p)dp < sup F - inf f < I pE(p)dp 
lo) [0,y] [0,y] 0 


Ciò prova che sup |u'|< +. Di conseguenza T_= + ©. 
E 
[0,T,I 


IV 


Infine, se & < B risulta u(r) > 0 \Yr 2 0. Infatti, se fosse 


u(r) = 0 per un r > 0, si avrebbe 
lu'(r)| 
pE(p)dp s F (E) - F(u(r)) = F(E) s 0 
lo) 


e, quindi, u'(r) = 0. Per l'unicità della soluzione del problema (P) 


dovrebbe essere allora u = 0. 


Proposizione 2.3. Siano soddisfatte le ipotesi (H.1)-(H.3) e, 


di più la seguente 
(H.4) If'(a) > 0. 


Siano 0 < E ye u = u(E,e): [O,T,I + R la soluzione non prolungabi- 
le di (P). Allora, se L* = + e u(r) > O0Wr=0, risulta 


XII-9. 


i) lim u(r)=0 , oppure ii) sen = 1uè periodica, 
r+to 


se n > 1 u è oscillante, esiste cioè una successione di punti critici 


di u, pa 0 < "i < ra € in € rr tt tale che u(r) < u(r,) Vr > rx 


se rx è un punto di massimo relativo, u(r) < ur) Vr < PR Se Tk è un pun 
to di artici ) 


Dimostrazione. Se sgn u' è costante in un intorno di +©, u 
ha limite, necessariamente finito, per r + +. Dalla (2.6) si ricava 
allora che anche u' ha limite, necessariamente zero, per r + +e. Per 
l'equazione (2.1) u' ha limite, necessariamente uguale a zero, per 


r + +e. Ancora da (2.1) si ricava infine f(lim u(r))= 0. Allora 1 = 
r+to 


= lim u(r) = oppure 1 = 0. Con ragionamenti analoghi a quelli di 
Y+to0 


[BLP], utilizzando l'ipotesi (H.4), si prova che non può essere 1 = a. 
In questo caso allora vale i). Se sgn u' non è costante in un intor- 
no di +», esiste una successione di punti critici di u, 


hi < ni s ro < var E PK 7 +. Se, per fissare le idee r, è un punto 


k 
di massimo, dalla (2.3), nel caso di n > 1, si ricava u(r) < u(r,) 
per ogni r > UE Supponiamo ora n = 1. Poiché ha è un punto di mi 


nimo per u, deve essere f(u(r,,))) < 0 (Cfr. l'equazione 2.1) e, quin 
di, (FL) <a. Esiste allora e*e ]Ja,B[ tale che F(&) = F(E*). AIlo- 


ra, poiché u è soluzione del problema 
E(v')v" + f(v) = 0 


Vr) = 


(1) 


A causa dell'unicità delle soluzioni di (P), ogni punto critico di 
u è, necessariamente, di massimo o di minimo stretto. 


XII-10. 


u è periodica di periodo 


EE n 
i 
vidi È NE GIRONA 
(p)do. 


| 
fi 


Osservazione 2.4. Per il periodo p = p(&) vale la relazione 


= p(e) = 
dove a= Ale A(t) 


lim p(e) = 21/VF'(a). 


E>a 


Inoltre, se, per esempio, f(t) = -mt° per 0<t<5 e 
f(t) = m|t-8]° per |t-8|< 6, con 0 < e < 1, me 8 > 0, allora 


(2.8) SUP P(E) = p* < to. 
o<eECE 


3. In questo paragrafo proviamo il teorema seguente 


Teorema 3.1. Se f verifica (H.1)-(H.4) il problema (*) ha so- 


luzione. 


Dimostrazione. Supponiamo dapprima che f verifichi anche le 


ipotesi dell'Osservazine 2.4. Poniamo 


{re JO,y[/ FR > 0: u(E,r) < u(e,R) = 0 wre Î0,R[}, 


(n 
“" 


i 
U 


{ze]O,y[/ inf u(E,-) > 0}. 


(qui u(€,-) indica la soluzione non prolungabile di (P)). Risulta 
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Le, = 9. Inoltre LL * # per le Proposizioni 2.3 e 2.2, I, è aperto 
per la dipendenza continua dai dati. Ancora dalla Proposizione 2.3 e 
dal Teorema di dipendenza continua dai dati, segue subito che anche 
A è aperto. Proviamo che LA è » 0. Per assurdo supponiamo I, = 9. AI 
lora u = u(&,-) è oscillante WE €]O,y[. D'altra parte, poiché v = y 
è soluzione di (2.1), per ogni fissato R > 0 si può determinare 6 > 0 
tale che u'(E,r) <0 Wre[o,R] e Wee]y-8, y[. Poiché u è oscillan 
te, esiste R > R: u'(R) = 0. Possiamo supporre che R sia il primo ze- 
ro di u'. Quindi R è un punto di minimo forte per u ed allora f(u(r))<0 
e u(R) = ne]0,al. 


Sia ora v la soluzione (periodica) del problema 


E(v')v" + f(v) = 0 
(3.1) 


v(0) = n, v'(0)=0 


Se p = p(n) è il periodo di v_, per l'osservazione 2.4 risul 
ta sup p s p* < +e. Non è restrittivo supporre 2p* < R. 


Posto w(r) = u(E,r + R), r = -2p*, risulta 


E(w')w" + e: A(w')w' + f(w) = 0 
(3-1) 


w(0)=n , w'(0)=0 


Per i teoremi di dipendenza continua dall'equazione, poiché 
v è periodica di periodo p < p*, se R è sufficientemente grande (di- 
pendente solo da p*), allora w' (al pari di v') deve avere uno zero in 
un punto -p €]-p*,0[. Di conseguenza u'(R-p) = 0. Ciò contraddice la 
scelta di R e prova che Li è = P. 


Allora AE e JO,y[:: E£É IU I, La funzione u = u(E o?) è 
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soluzione di (*) (Cfr. Proposizione 2.3). 

Il Teorema è provato se f verifica anche le ipotesi dell'Os 
servazione 2.4. In generale, una funzione f verificante (H.1)-(H.4), 
può essere approssimata uniformemente mediante una successione di fun 
zioni (f,) verificanti le ipotesi suddette. Sia U; = U(E:3°) una solu 
zione di (*) relativa a Ty Possiamo supporre E; + te [B,y] e, di 
conseguenza, u; + ueC ([0,+[,R), u soluzione di (2.1). Poiché U; 

è monotona decrescente anche u lo è. In particolare u non è oscillan 
Ea 

Si ha poi u 2 0 e u # 0. Allora u > 0 (se fosse ulr) = 0 
per un r > 0 sarebbe anche u'(r) = 0 e, quindi, u = 0). Alio- 
ra u è soluzione di (*) se è u # y cioè se Ev Per assurdo suppo- 
niamo Si È 


Allora, per ogni R > 0, 


+% 
F(u.(0)) = F(E.) -f Ata pat de 
(o) 


J J 
R +00 
s| ju] © +i J (-u'(o)do s 
(o) Li R 
u.(R) 
so supju"| R + di < Sup us |R + y/R + y/R per j ++. 
10,R] 0 [0,R] 


Ciò, data l'arbitrarietà di R, è assurdo in quanto F(6,) > F(y) > 0. 


4. In questo numero mostreremo il seguente teorema di unicità 


3 
Teorema 4.1. Se f verifica (H.1), se n > n) e se 
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(H'.1) inf{u > O/f(u) > 0}=a> 0, 


(H".1) f \ su {u> B/f(u) > 0}, 


allora (*) ha al più una soluzione. 


Dimostrazione. Siano u e v due soluzioni di (*). Indicheremo 
con r ed s rispettivamente le funzioni inverse di u e di v. Seguendo 


[PS] mostreremo le affermazioni seguenti: 


A) Se u > o in ]R, + ©[ la funzione r-s è positiva e stretta- 


mente decrescente su ]v(R), OL. 


B) Se, per un R > 0 riesce u(R) = v(R) = U, allora U > B. 


C) Se, per un R >» 0 riesce u(R) = v(R) = U allora Us< B. 


Osserviamo che da A), B) e C) segue subito l'unicità. Infat 
ti seu vi grafici di ue di v non possono intersecarsi (a causa di 
B)e di C)). Sia, per fissare le idee, u > v in [0,+to[, Allora, per A), 
r-s è positiva e strettamente decrescente su ]v(o), O[. Ciò è assurdo 


perché lim (r(u) - s(u))'=+%, 
u>v(0)+ 


La prova di A) e di C) si fonda sulle proprietà delle solu- 
zioni di (*) mostrate nel $ 2; essa non si discosta troppo dalle cor- 
rispondenti dimostrazioni relative al caso del laplaciano contenute 
in [PS]. La dimostrazione di B) richiede invece un procedimento nuo- 
vo. 

Denotiamo con 1(t,p) la funzione positiva definita implici 


tamente dall'equazione 


p 
J pE(p)do + F(t) = 0 
1 
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sull'aperto 
p 
A = {(t,p)/0 < t < 8, pdo, pE(p)dpo + F(t) > 0}. 
: o) 
Poniamo inoltre 


K(t,p) = 2(n-1) A(1) €p°A(p) - 1°4(1)) 


Ragioniamo ora per assurdo e supponiamo u(R) = v(R) = U 


IA 


B. Vale allo- 


ra la seguente identità: 


U 
(4.1) pe(n-1), 292(L) ut / re"3k(n,p) n 
o 


dove r = r(u) e p= |u'(r(u))|. Inoltre 


rm 
I 


Tim Iu(r), |u'(r)]) = lim 1(r) €10, |u'(R)]] > 
r*R . r>R 


xe tia ri rigate) e 10, #0 
frto 


La (4.1) si ottiene integrando su ]R, +e[ la 


e, successivamente, eseguendo il cambiamento di variabile u(r) = u nel- 
l'integrale. 


Ovviamente, una formula analoga alla (4.1) vale anche per v. 
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Se indichiamo con M, u e q le quantità relative a v e corrispondenti a 
L, X e p rispettivamente, si ha allora: 


p2(n-1) 12921) _ Min (M)} L Ca _ 


«fida K(unp) za s2n-3 K(ux9}; du 
p q ° 
0 


Ora, come nel caso (A), si può provare che u e v si intersecano al più 
im un numero finito di punti. Non è pertanto restrittivo supporre, ad 
esempio, u(r) > v(r) Wr> R. Ne viene allora v'(R) > u'(R) (per il teo 
rema di unicità) e, di conseguenza, L < M. Inoltre X = u. Allora, poi- 
ché t + t A(t) è strettamente crescente, il primo membro di (4.2) è < 0. 


D'altra parte 


pEn73 K(u,p) N én-3 K(u,q) a. {r20=3 D seh-3, K(u,p) A 
p q la) 
4 s2h-3; Tua i n } 


Ora, una verifica diretta prova che è K > 0 e ra (K(t,t)/t) < 0. D'altra 
parte per A), 


pre PI ad mne 5) e p-a= JL,[-}jso. 


Ne viene allora che il secondo membro di (4.2) è =>0, mentre, per quan 


to detto sopra, il primo membro è < 0. Questa contraddizione prova B). 


5. In questo paragrafo proviamo che ogni soluzione di (M) è 
radialmente simmetrica rispetto ad un punto di e, purché f verifichi 


l'ipotesi 
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(S) f(t) = t + g(t) con g(o) = g'(0) = 0, gere, 0<Ka< 1. 


La dimostrazione può essere ricondotta a quella del Teorema 


2 di [GNN] procedendo nel modo seguente. 


A) Per ogni e e]0,1[ riesce u(x) = o(e el!) per x + ©. 

Questa affermazione si può provare applicando i teoremi di 
confronto relativi alle equazioni ellittiche quasi-lineari alle funzio 
ni ue 


-elx| 


UCI, =\e Xi > 0 opportuno. 


B) Risulta u(x), Du(x) = at gjft-ni?2 el) per Xx + ©. 


Infatti, grazie alle stime a priori del gradiente di [LU], 


riesce sup |Du|= C* < + ©. 


R" 


Di conseguenza (Cfr. [GT], Teorema 12.1) 


Du(x)-Du(y)| _ 
sup UVxIeOu = [Du], s 


sc 
xy |xeyl” e 


per ogni x € R". Qui C, e o dipendono solo da sup u e da C*. Allora u 


verifica l'equazione ellittica lineare 
(5.1) = Lu= Ya. a. ju - (1-b)u= 0 
fg + * 


con 
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1 
b(x) = g(u(x)) _ [ g'(su(x))ds ; 
o) 


per quanto già detto e per l'ipotesi (S) i coefficienti di e b hanno 
norme hòlderiane, su una qualunque sfera S(x,1), dipendenti solo da 
sup u e da C*. Per le classiche stime a priori di Schauder si ha per- 


tanto 


sup [Du] + sup in?ujs 0, supu = 


5(x,2) 5(x,3) S(x,1) 


celxl, 


= 0(e Ve e ]0,1[ 


Allora, per la (5.1), (-A)u + u = h con h(x) = o(e (+1) xl, 


. Sceglien 
do e < 1 tale che (a + l)e > 1, l'affermazione B) segue dalla formula 


di rappresentazione 


(5.2) u(x) = IA G(x-y)h(y)dy 
R 


dove G è la funzione di Green di (-A +1) in R". 


=1 


(5.3) GX) = Fi, ccHte]à)7). 


C) Se indichiamo con x il simmetrico del punto x rispetto al- 


l'iperpiano 


;I 
Le ={xy=X} , reR", lx] = 1 
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e se poniamo 


risulta (Cfr. (5.1)) 
(Lu*) (x) (Lu) (x). 
Y Y 


La verifica è immediata. 

Questa proprietà dell'operatore L e la formula di rappresen- 
tazione (5.3), permettono di provare la simmetria radiale di u rispet- 
to ad un opportuno punto ua procedendo esattamente come sulla prova 


del Teorema 2 di [GNN]. 
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